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. (4 puntos) Para todo entero positivo n, se define a,, como el promedio de todos los divisores
positivos de n. Determinar si las siguientes series convergen o divergen:

1
- 220:1 an

1
- Zzozl n an

. (4 puntos) Sean a, b nimeros complejos tales que |b| > méx{1, |a|}. Probar que

= a™ > 1
Z pmtl 1 Z pmtl _ g
m=0 m=0

. (5 puntos) Dos elementos de Z? se llaman vecinos si estédn a distancia 1. Los elementos de Z>
se pintan azul (y una vez pintados permanecen pintados) por turnos de la siguiente manera:

» En el turno 0, se pinta (0, 0).

= En el turno n > 0 se pintan todos aquellos puntos que no han sido pintados, y tienen
exactamente un vecino pintado tras el turno n — 1.

Determinar todos los elementos de Z? que no serdn pintados tras una cantidad finita de
turnos.

. (5 puntos) Determinar si existen niimeros complejos z1, 22, ..., 22020, todos con parte imaginaria
(estrictamente) positiva, tales que

(214 29 + .o + 22020)% = 25 4 25 + ... + 23090

. (5 puntos) Sea x un nimero real. Para cada entero positivo n, sea A,, la matriz n x n tal que
ai; =x,0a;5=1s1]i—j| =1y a;; =0si|i —j| > 1. Probar que si el determinante de A,, es
positivo para todo entero positivo n, entonces x > 2.

. (6 puntos) Sea p un nimero primo y V un espacio vectorial n-dimensional sobre un cuerpo
F' de caracteristica p. Determinar el mayor entero a,, tal que para cualquier transformacion
lineal T: V — V con TP = I, se tiene que

dim({v eV :Tv =0} > a,.



7. (7 puntos) Encontrar todas las funciones holomorfas f : C — C tales que

F2(2) = fPw) = f(z +w)f(z —w),

para todo z,w € C.

(Observacion: La notacién f? indica el cuadrado de la funcién f, es decir, f2(z) = (f(2))?).



